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1. INTRODUCTION
Une courbe torique C de P3 est donnee par une parametrisationÂ Â
x s x a, y s sayc t c, z s sayb t b, et w s t a, avec a, b, c g Z, non nuls,
 . 1 3  ..distincts, premiers entre eux. Soit M C s [ H P , I n le moduleCng Z
de Hartshorne]Rao de C; c'est un invariant de liaison, a dualite etÁ Â
graduation pres.Á
Nous avons etudie la question suivante: etant donnee une courbeÂ Â Â Â
torique C dans P3, existe-t-il une courbe torique CX dans la classe de
 .liaison paire resp. impaire de C? Le probleme de la liaison paire a eteÁ Â Â
 .resolu uniquement dans le cadre des courbes monomiales a ) b ) c ) 0Â
w xpar Bresinsky et Huneke 3 , mais l'etude des classes de liaison impaire estÂ
restee un probleme ouvert.Â Á
Dans cet article, nous rappelons une base minimale explicite de l'idealÂ
 . 3  w x.I C , pour C courbe torique de P cf. 5 ce qui nous permet de decrireÂ
 .entierement les syzygies de RrI C , et d'etudier la liaison paire desÁ Â
 .courbes toriques Paragraphe 4 . Puis nous nous interessons au module deÂ
 .Rao M C , nous donnons sa matrice de presentation, et nous etudions laÂ Â
 .liaison impaire des courbes toriques Paragraphe 5 . Nous enoncËonsÂ
 w x.le Theoreme 5.18 qui demontre la conjecture suivante enoncee dans 3 :Â Á Â Â Â
  ..Si C est une courbe monomiale telle que m I C G 5, alors il n'existe pas
de courbe monomiale dans la classe de liaison impaire de C.
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Â2. RAPPELS ET DEFINITIONS
Nous rappelons brievement quelques resultats sur la notion de liaison.Á Â
w x w x w x w xPour plus de details, nous renvoyons le lecteur a 6 , 7 , 4 , ou 8 . Soit kÂ Á
w xun corps algebriquement clos. Soit R s k x, y, z, w l'anneau des polyno-Â Ã
mes dans les variables x, y, z, w gradue naturellement.Â
DEFINITION 2.1. Soit C une courbe projective, localement Cohen]Â
3.Macaulay, dans P , X une courbe intersection complete de deux surfacesÁ
 .contenant C. L'image canonique du faisceau Hom O , O dansO C XP
 .Hom O , O , O est un ideal de O qui definit une courbe G con-Â ÂO P X X XP
 .tenue dans X. On dit alors que C et G sont liees algebriquement par X.Â Â
On dit que deux courbes C et CX sont dans la meme classe de liaison si etÃ
seulement si il existe des courbes C s C, C , . . . , C s CX telles que C et0 1 n i
 .C soient liees; de plus si n est pair resp. impair on parlera de classe deÂiq1
 .liaison paire resp. impaire . La classe de liaison paire est aussi appeleeÂ
classe de biliaison.
On rappelle que deux courbes C et CX sont dans la meme classe deÃ
 .  X.w xbiliaison si et seulement si M C s M C n pour un certain entier n, et
qu'elles sont dans la meme classe de liaison impaire si et seulement siÃ
 .   X..Uw xM C s M C n pour un certain entier n ou, si M s [ M est unÁ nng Z
R-module gradue, le k-espace vectoriel dualÂ
MU s Hom M , k s Hom M , k s MU .  .  .[ [ nk k yn
ngZ ngZ
 U .  .gradue par les M est muni d'une structure de R-module par Pf m sÂ n
 . Uf Pm pour P g R, f g M , et m g M. Soit M le module de Rao de la
courbe C, et considerons une resolution minimale par des R-modulesÂ Â
.libres gradues du R-module M:Â
s s s s s4 3 2 1 0
0 ª L ª L ª L ª L ª L ª M ª 0.4 3 2 1 0
U  .Comme M est un R-module Cohen]Macaulay, le dual M 4 a pour
resolutionÂ
s k s k s k s k1 2 3 4 Uk k k k k0 ª L ª L ª L ª L ª L ª M 4 ª 0 .0 1 2 3 4
k  .  .  .ou L s Hom L , R . Le lien entre M C et I C est donne par RaoÁ Âi R i
w x7, Theorem 2.5 .
 .THEOREME 2.2. La resolution de RrI C estÂ Á Â
 .m Cr
 .s , 04
0 ª L ª L R yl ª R ye ª R ª RrI C ª 0. .  .  .[ [ [4 3 i i
1 1
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3. EQUATIONS DES COURBES TORIQUES
w xNous rappelos les principaux resultats de 5 .Â
DEFINITION 3.1. Une courbe projective torique C dans P3 est donneeÂ Â
par une parametrisation x s sa, y s sayc t c, z s sayb t b, et w s t a, avecÂ
a, b, c g Z, tous non nuls, premiers entre eux. Une courbe projective
monomiale dans P3 est une courbe torique, dont la parametrisation verifieÂ Â
a ) b ) c ) 0.
DEFINITION 3.2. Le reseau associe a la courbe torique x s sa, y sÂ Â Â Á
ayc c ayb b a  .  . 2s t , z s s t , et w s t est Ker F s s, p g Z rsb y pc ' 0
4mod a .
 .  .DEFINITION 3.3. Pour tout point s, p g Ker F , on definit les entiersÂ Â
r s sb y pc ra et rX s s y p y r . .
 .  .Nous rappelons que, a tout point s, p g Ker F l Z = Z correspond,Á q
 s p r r X . max0, y p .de facËon biunivoque, un binome B s z y y w x yÃ
max0, yr . max0, yrX .  .w x , qui est un element de I C .Â Â
LEMME 3.4. Soit C une courbe torique projecti¨ e, parametree par x s sa,Â Â
y s sayc t c, z s sayb t b, et w s t a. Alors il existe une nou¨elle parametrisa-Â
tion de C par les ¨ariables u, ¨ :
x s ua
X
, y s ua
Xyc X¨ c
X
, z s ua
Xyb X¨ b
X
, w s ¨ a
X
a¨ec aX ) bX ) cX ) 0 P .
 .a permutation des coordonnees x, y, z, w pres .Á Â Á
Demonstration. Posons b s a y c et g s a y b. C est parametree parÂ Â Â
x s sa, y s s bt c, z s sg t b, et w s t a. On peut supposer a ) 0, quitte aÁ
changer s en sy1 et t en ty1. Les differents cas possibles sont donnes parÂ Â
les signes respectifs de b, c, b , et g . Il suffit de definir le changement deÂ
parametrisation c dans chaque cas.Â
Nous allons etudier le cas b, b , g ) 0 et c - 0. On a alors l'inegaliteÂ Â Â
bb y cg ) 0. Sur la Figure 1 ci-dessous, les droites D d'equation sb y pcÂ1
s 0 et D d'equation sg y pb s 0 et l'axe p s 0 partagent le demi-planÂ2
s ) 0 en quatre regions R .i
X Dans chaque region, les signes de r et de r indiques dans cet ordre surÂ Â
.  .la Figure 1 sont invariants. Ceci definit la forme des elements de I CÂ Â Â
correspondant aux vecteurs du reseau dans chaque region, ce qui donneÂ Â
ici:
z s yyp wyr y x r
X
pour R , z s yyp y w r x r
X
pour R ,1 2
z s y y p w r x r
X
pour R , z s xyr
X
y y p w r pour R .3 4
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FIGURE 1
  . .  .Donc I C , y, w est un ideal primaire et y, w est une suite de parametresÂ Á
 .pour I C . En ecrivant x et z en fonction de y et w, on obtient la nouvelleÂ
parametrisationÂ
y s u b , x s ua¨ bya , z s ug¨ byg , w s ¨ b.
Remarque. A partir de maintenant, une courbe torique sera considereeÂ Â
 .sous sa forme monomiale normalisee P .Â
 .PROPOSITION 3.5. Nous a¨ons une decomposition en e¨entail de Ker FÂ Â
2  .l Z , c'est a dire, on peut decrire les ¨ecteurs « , « , . . . , « g Ker FÁ Âq y1 0 mq1
2  .l Z ayant la plus petite norme possible tels que det « , « ) 0 et « , «q i iq1 i iq1
 .  .est une base de Ker F pour y1 F i F m ¨oir Figure 2 .
Nous rappelons ci-dessous la construction de cet eventail: Soit d sÂ
 . X  .pgcd a, b et d s pgcd a, c . Soit s l'unique entier tel que s brd '0 0
c mod ard et 0 F s - ard.0
Posons s s ard et considerons la suite des fractions continues deÂy1
Jung]Hirzebruch,
s s q s y s ,y1 1 0 1
s s q s y s ,0 2 1 2
...
s s q s ,my 1 mq1 m
s s 0,mq 1
ou q G 2 et s G 0 pour tout i.Á i i
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FIGURE 2
Definissons les suites d'entiers p , r , rX, y1 F i F m q 1, parÂ i i i
p s 0, p s d ,y1 0
p s p q y p , 0 F i F m ,iq1 i iq1 iy1
r s s b y p c ra, y1 F i F m q 1, .i i i
rX s s y p y r , y1 F i F m q 1.i i i i
 .  .Les vecteurs « s s , p satisfont le theoreme et nous avons det « , «Â Ái i i i iq1
s s p y s p s a. Plus generalement nous avons le lemme suivantÂi iq1 iq1 i
qui sera tres utile pour determiner la parametrisation d'une courbe aÁ Â Â Á
partir de ses equations.Â
 . XLEMME 3.6. 1 Les suites s , r , r sont strictement decroissantes tandisÂi i i
que la suite p est strictement croissante.i
 . X X X  .2 p s ard , r s brd, r s ycrd , r s a y b rd, etmq 1 y1 mq1 y1
X  . Xr s y a y c rd .mq 1
 .3 Les quatre suites ¨erifient la relation de recurrence ¨ s q ¨Â Â iq2 iq2 iq1
y ¨ pour y1 F i F m y 1.i
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 .4 On a, pour tout i,
 .i s p y s p s a,i iq1 iq1 i
 .ii s r y s r s c,iq1 i i iq1
 .iii p r y p r s b,iq1 i i iq1
 . X Xiv p r y p r s a y b,iq1 i i iq1
 . X Xv s r y s r s a y c.iq1 i i iq1
 .DEFINITION 3.7. Soit m resp. n l'unique entier tel que r F 0 - rÂ mq1 m
 X X .resp. r - 0 F r .nq1 n
Les entiers m et n sont tres importants. Dans la suite de l'article, nousÁ
verrons que m, n et les valeurs prises par les suites s , p , r , rX, et q pouri i i i i
n F i F m q 1 donnent toutes les informations sur la courbe.
w xTHEOREME 3.8 5 . Soit C une courbe torique projecti¨ e munie de saÂ Á
 .parametrisation P .Â
 .1 Nous a¨ons y1 F n F m F m q 1.
 .2 La courbe C est arithmetiquement Cohen]Macaulay si et seulementÂ
si m s n . Dans ce cas, l'ideal I est engendre parÂ Â
F s x rm
X
y pmw rm y z sm ,
G s xyrmq1
X
z smq1wyrmq1 y y pmq1 ,
H s x rm
X yrmq1
X
w rmyrmq1 y z smysmq1 y pmq1ypm .
 .3 Si la courbe C n'est pas arithmetiquement Cohen]Macaulay, onÂ
 .a n - m. Dans ce cas, l'ideal I est engendre par 3 q q y 1 q ??? qÂ Â nq2
 .q y 1 equations:Âmq1
z sn y x rn
X
y pn w rn ,
y pnq1ypn z snysnq1 y x rn
Xyrnq1
X
w rnyrnq1 ,
xyrnq1
X
z snq1 y y pnq1w rnq1 ,
y2 pnq1ypn z sny2 snq1 y x rn
Xy2 rnq1
X
w rny2 rnq1 ,
...
y qnq2y1 . pnq1ypn z sny qnq2y1 . snq1 y x rn
Xy qnq2y1 . rnq1
X
w rny qnq2y1 . rnq1 ,
xyrnq2
X
z snq2 y y pnq2 w rnq2 ,
...
xyrm
X
z sm y y pmw rm ,
y2 pmypmy1 z smy1y2 sm y x rmy1
X y2 rm
X
w rmy1y2 rm ,
...
y qmq1y1 . pmypmy1 z smy1y qmq1y1 . sm y x rmy1
X y qmq1y1 . rm
X
w rmy1y qmq1y1 . rm ,
y pmq1 y xyrmq1
X
z smq1wyrmq1 .
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THEOREME 3.9. Les elements ci dessus forment une base de GroebnerÂ Á ÂÂ
pour l'ideal I pour l'ordre lexicographique in¨erse a¨ec z ) y ) x ) w. IlsÂ
sont egalement un ensemble minimal de generateurs, dans le cas nonÂ Â Â
Cohen]Macaulay.
LEMME 3.10. Soit j tel que n q 1 F j F m. Alors:
 .  .1 s / 1 resp. p / 1 .j j
 .  X .2 Si s s 2 alors r s 1 resp. si p s 2 alors yr s 1 .j j j j
 .3 Si m y n G 2, on ne peut pas a¨oir simultanement s s 2 et p s 2.Â j j
Demonstration. Nous rappelons que pour tout j, n q 1 F j F m, r , rXÂ j j
sont differents de 0.Â
 .  .1 et 2 Si s s 1 ou p s 1, l'equation suivante de C mene a uneÂ Á Áj j
contradiction suivant que l'on pose x s 1 ou w s 1:
y pj w rj y xyr j
X
z sj .
 .  X .Si s s 2 resp. p s 2 , la meme equation donne r s 1 resp. yr s 1 .Ã Âj j j j
 .3 La suite s est decroissante tandis que la suite p est croissante,Âi i
 .  .l'hypothese de 3 entraõne une contradiction avec 1 .Á Ã
4. SYZYGIES DES COURBES TORIQUES
Lorsque l'on veut decrire les syzygies des courbes toriques, il apparaitÂ
 .naturellement cinq types de courbes cf. Theoreme 3.8 :Â Á
Type 0. Courbes toriques arithmetiquement Cohen]Macaulay.Â
Type I. m s n q 1 et q s 2.nq2
Type II. m s n q 1 et q ) 2.nq2
Type III. m ) n q 1 et q s 2 ; i s 2, . . . , m y n q 1.nqi
 4 <Type IV. m ) n q 1 et ' i g 2, . . . , m y n q 1 q ) 2.nqi
w xBresinsky 2 a demontre que, si C est une courbe monomiale, laÂ Â
 .resolution de RrI C est de la formeÂ
 .m C
s4 S
0 ª L ª L ª R ye ª R ª RrI C ª 0 .  .[4 3 i
1
 .  .  .  .avec rang L s 2m C y 4 et rang L s m C y 3.3 4
Nous allons decrire les matrices des syzygies S et s , pour les courbesÂ 4
de Types I, II, et III, ce qui ameliore nettement le resultat de BresinskyÂ Â
w x2 . Pour demontrer les propositions suivantes, nous nous inspirons de sesÂ
w xdemonstration, en appliquant le critere de Buchsbaum et Eisenbud 1 .Â Á
  ..Pour la suite de l'article, soit t s m I C y 2.
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PROPOSITION 4.1. Soit C une courbe de Type I i.e., m s n q 1 et
.q s 2 . Posons m s s y s , s s s q 2m, p s p , n s p y p ,nq2 n nq1 n n nq1 n
rX s rX, r s r, rX y rX s k, et r y r s l. Dans ce cas, l'ideal I estÂn n n nq1 n nq1
minimalement engendre par quatre generateurs,Â Â Â
x r
X
yp w r y z sq2 m ,
ypqn w ry l y xy r
Xyk .z sqm ,
x k w l y y nz m ,
ypq2 n y xy r
Xy2 k .z swy ry2 l . ,
et les matrices Sk et s sont4
y n z sqm x r
X
w l 0
Xy r yk . p ryl mx y w z 0kS s ,X
s y r yk . n ryl0 z x yy w 0
pqn k y ry2 l . m0 y yx w z
xy r
Xyk .
nyy
s s .4 myz 0ry lw
PROPOSITION 4.2. Soit C une courbe de Type II i.e., m s n q 1 et
.q ) 2 . Dans ce cas, t s q et l'ideal I est minimalement engendre parÂ Ânq2 nq2
les t q 2 elements,ÂÂ
x rn
X
y pn w rn y z sn ,
y pnq1w rnq1 y xyrnq1
X
z snq1 ,
x rn
Xyrnq1
X
w rnyrnq1 y y pnq1ypn z snysnq1 ,
x rn
Xy2 rnq1
X
w rny2 rnq1 y y2 pnq1ypn z sny2 snq1 ,
...
x rn
Xyj rnq1
X
w rnyj rnq1 y y j pnq1ypn z snyj snq1 ,
x rn
Xyty1. rnq1
X
w rnyty1. rnq1 y y ty1. pnq1ypn z snyty1. snq1 ,
y pnq2 y xyrnq2
X
z snq2 wyrnq2 ,
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la matrice Sk est
y pnq1ypn yz snq1 x rn
X
w rnyrnq1 0 ??? 0 0¡ ¦
Xyr p r s ysnq1 n nq1 n nq1x yy w z 0 ??? 0 0
X Xp r yr r y2 r snq1 n nq1 n nq1 nq10 y x w yz ??? 0 0
Xyr p yp s y2 s rnq1 nq1 n n nq1 nq10 x y z yw ??? 0 0
. .. .. .
X Xr yty2. r r yty1. r p sn nq1 n nq1 nq1 nq10 0 x w ??? y yz 0
Xty2. p yp s yty1. s yr rnq1 n n nq1 nq1 nq10 0 y z ??? x yw 0
X Xyr r yr p s ysnq2 nq1 nq2 nq1 nq1 nq20 0 w x ??? 0 y yz
X¢ §p yp yr s rnq2 nq1 nq1 nq2 nq10 0 y ??? 0 x z yw
et
xyrnq1
X
0 ??? 0¡ ¦
p ypnq1 nyy 0 ??? 0
Xr yrnq1 nq1yw x ??? 0
s pnq1 nq1z yy ??? 0
rnq10 yw ??? 0
snq10 z ??? 0s s .4 ...
Xyrnq10 0 ??? x
pnq10 0 ??? yy
rnq10 0 ??? yw¢ §s ysnq1 nq20 0 ??? z
PROPOSITION 4.3. Soit C une courbe de Type III i.e., m ) n q 1 et
.q s 2, ; i s 2, . . . , m y n q 1 . Alors on a t s m y n q 1. Posons m snqi
s y s , s s s q t m, p s p , n s p y p , rX s rX , r s r , k s rX yn nq1 n n nq1 n n n n
rX , et l s r y r . Dans ce cas, l'ideal I est minimalement engendre parÂ Ânq1 n nq1
les t q 2 generateursÂ Â
x r
X
yp w r y z sqt m ,
ypqn w ry l y xy r
Xyk .z syty1.m ,
x k w l y y nz m ,
ypq2 n w ry2 l y xy r
Xy2 k .z sqty2.m ,
...
ypqty1.n w ryty1. l y xy r
Xyty1.k .z sqm ,
ypqt n y xy r
Xyt k .z swy ryt l .
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 .a¨ec la matrice 2t = t q 2
¡y rXyk . p ry l m ¦x yy w z 0 0 ??? 0 0 0
Xn syty1.m r ly yz x w 0 0 ??? 0 0 0
pqn ry2 l k m0 y w yx z 0 ??? 0 0 0
X
sqty2.m y r yk . n l0 z x yy w 0 ??? 0 0 0
pq2 n ry3 l k m0 y w 0 yx z ??? 0 0 0
Xk sqty3.m y r y2 k . n lS s 0 z x 0 yy w ??? 0 0 0
. . . . . . .. . . . . . .. . . . . . .
pqty2.n ryty1. l k m0 y w 0 ??? 0 0 yx z 0
X
sqm y r yty2.k . n l0 z x 0 ??? 0 0 yy w 0
pqty1.n k y ryt l . m0 y 0 ??? 0 0 0 yx w z
X¢ §s y r yty1.k . n ryty1. l0 z x 0 ??? 0 0 0 yy w
et
¡ n ¦yy 0 0 ??? 0 0
Xy r yk .x 0 0 ??? 0 0
l nw yy 0 ??? 0 0
m kyz x 0 ??? 0 0
l n0 w yy ??? 0 0
m k0 yz x ??? 0 0
l0 0 w ??? 0 0
m0 0 yz ??? 0 0
s s .4 0 0 0 ??? 0 0
. . . .. . . .. . . .
n0 0 0 ??? yy 0
k0 0 0 ??? x 0
l n0 0 0 ??? w yy
m k0 0 0 ??? yz x
ryty1. l0 0 0 ??? 0 w¢ §m0 0 0 ??? 0 yz
Remarque. Pour chaque exemple de courbe de Type IV, il est facile
d'ecrire les syzygies. Mais compte tenu de la diversite qui existe dans ceÂ Â
type de courbes il peut exister de nombreux entiers i tels que q ) 2, etnqi
.pour ces i, q peut etre tres grand , nous avons choisi de ne pas detaillerÃ Ânqi
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les resultats ici. Nous pouvons neanmoins indiquer que les matrices deÂ Â
syzygies des courbes de Type IV ont une structure en blocs qui depend deÂ
.la suite d'entiers q ou alternent des blocs correspondant aux syzygiesÁnqi
 .d'une courbe de Type II lorsque q ) 2 et des blocs correspondant aÁnqi
 .celles d'une courbe de Type III lorsque q s 2 pour i F i F i .nqi 0 n
Remarque 4.4. D'apres les resultats rappeles au Paragraphe 2, s k estÁ Â Â 4
U  .  .la matrice de presentation de M C . L'etude de M C est beaucoup plusÂ Â
difficile et nous l'abordons sous un double aspect, a savoir, dans leÁ
 .Paragraphe 5, la description de la matrice de presentation de M C , etÂ
dans un article ulterieur, le calcul d'une resolution de s k.Â Â 4
5. MODULE DE RAO ET LIAISON IMPAIRE
Comme le module de Rao d'une courbe arithmetiquement Cohen]Â
Macaulay est trivial, nous considererons seulement le cas des courbesÂ
toriques de P3 qui ne sont pas arithmetiquement Cohen]Macaulay. GraceÂ Ã
 .  .au Lemme 3.4, on se ramene a une parametrisation P , et alors M CÁ Á Â
 .peut etre calcule par la formule de Deligne car x, w forment une suite deÃ Â
 w x.parametres voir 8, p. 30 .Á
 .PROPOSITION 5.1. M C s A l A rA. x . w .
w xTHEOREME 5.2. Soit R s K x, y, z, w et A s RrI l'anneau de coor-Â Á
donnees d'une courbe torique projecti¨ e. Alors A l A est engendre enÂ Â x . w .
tant que A-algebre par les elementsÁ ÂÂ
z snq i y pnq i
E s s X , 1 F i F m y n .nqi r yrnq i nq iw x
Demonstration. Si Prx k s Qrz snq i g A l A , avec P, Q g R,Â  x . w .
comme A et A sont gradues et comme l'ideal I est engendre par desÂ Â Â x . w .
binomes, on peut supposer que P, Q sont des monomes sans diviseurs enÃ Ã
commun et ne sont pas divisibles par x, w. Par consequent, Pwl y Qx k g I,Â
m n  m nce qui implique Q s z , P s y . Le cas P s z , Q s y est impossible
. n k m lcar on a suppose a ) b ) c. Soit donc y rx s z rw g A l A .Â  x . w .
 .  . 2Alors, avec les notations ci-dessus, on a m, n g Ker F l Z et il existeq
 .  .y1 F i F m et des entiers j , h G 0 tels que m, n s j s , p qi i
 .  .  X.  X .h s , p . On en deduit que l, k s j r , yr q h r , yr etÂiq1 iq1 i i iq1 iq1
donc
h hj jm j s qh s s s p pi iq1 i iq1 i iq1z z z z y y
s s s X X .r r yr yrl j r qh r i iq1 i iq1 /  /  /  /i iq1 w w x xw w
Remarquons que, pour y1 F i F n , on a z sirw ri g A, et que pour m q 1
F i F m q 1, on a y pirxyr i
X
g A, ce qui termine la demonstration.Â
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w xLe resultat suivant se trouve dans BSS ; nous l'enoncËons ici avec nosÂ Â
notations.
 .THEOREME 5.3. M C est minimalement engendre comme R-module parÂ Á Â
les elements y nrx k s z mrw l g A l A , a¨ec m - s et n - p ; enÂÂ  x . w . n mq1
particulier les elements E , . . . , E font partie d'un systeme minimal deÂÂ Ánq1 m
 .generateurs de M C .Â Â
On en deduit qu'il existe une correspondance biunivoque entre lesÂ
 .  . 2generateurs de M C et les points du reseau Ker F l Z qui se trouventÂ Â Â q
 .a l'interieur d'un rectangle voir Figure 3 . Nous appellerons D cetÁ Â
ensemble.
Remarquons que, puisque l'ideal d'une courbe torique est engendre parÂ Â
 .des binomes, les relations entre les generateurs de M C ne peuvent etreÃ Â Â Ã
que binomiales ou monomiales. Recherchons maintenant les plus grands
 .exposants de x, y, z, w qui annulent un element E de M C .Â Â
LEMME 5.4. Soit E s y nrx k s z mrw l g A l A a¨ec m - s et x . w . n
n - p . Alorsmq1
 . l ly11 w E s 0, mais w E / 0.
 . k ky12 x E s 0, mais x E / 0.
 . snym snym y13 z E s 0, mais z E / 0.
 . pmq1yn pmq1yny14 y E s 0, mais y E / 0.
Demonstration. Les premieres affirmations des quatre enonces sontÂ Á Â Â
claires. Prouvons les deuxiemes. Si w ly1E s 0, alors il existe un monomeÁ Ã
P tel que z m y wP g I. D'apres le Theoreme 3.9, on doit avoir m G s , ceÁ Â Á n
qui contredit les hypotheses. On demontre de la meme facËon les troisÁ Â Ã
autres affirmations.
FIGURE 3
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COROLLAIRE 5.5. Pour 1 F i F m y n , nous a¨ons:
 . rnq i rnq iy11 w E s 0, mais w E / 0.nqi nqi
 . yrnq iX yrnq iX y12 x E s 0, mais x E / 0.nqi nqi
 . snysnq i snysnq iy13 z E s 0, mais z E / 0.nqi nqi
 . pmq1ypnq i pmq1ypnq iy14 y E s 0, mais y E / 0.nqi nqi
 .L'etude de D, et par consequent de M C , nous amene a distinguerÂ Â Á Á
quatre cas, les courbes de Type I, II, III, et IV.
PROPOSITION 5.6. Soit C une courbe de Type I i.e., D a un seul
. sqm rylelement . Alors, le module de Rao est monogene, engendre par z rw sÂÂ Á Â
pqn y rXyk . w x  y rXyk . n m ryl.y rx , et il est isomorphe a K x, y, z, w r x , y , z , w . SaÁ
resolution est donnee par le complexe de Koszul associe a la suite reguliereÂ Â Â Á Â Á
 y rXyk . n m ryl.x , y , z , w .
Demonstration. C'est une consequence immediate du Corollaire 5.5.Â Â Â
Une autre preuve triviale est deduite de Proposition 4.1 et du TheoremeÂ Â Á
2.2.
EXEMPLE 5.6.1. Soit C la courbe parametree par x s s510, y s s221 t 289,Â Â
z s s127t 383, et w s t 510. C'est une courbe de Type I dont l'ideal estÂ
minimalement engendre par les equationsÂ Â
z 34 y y8 x 5w21 ,
z17 y11 y x9 w19 ,
z17 x 4 y y19 w2 ,
y30 y x13 w17 .
On peut alors decrire les matrices s et s kÂ 4 1
x 4 w2
11 17yy yzks s et s s .4 1 1117 yyyz 0  0
2 4w x
  .PROPOSITION 5.7. Soit C une courbe de Type II i.e., Card D G 2 et D
.  .est forme des multiples d'un seul point . Alors M C est minimalementÂ
engendre comme R-module par E , E2 , . . . , Eqnq2y1. Si p / 0 et s /Â nq1 nq1 nq1 n nq2
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 .0, la transposee de la matrice de presentation de M C estÂ Â
¡ yrnq1X ¦x 0 0 ??? 0 0
rnq1yw 0 0 ??? 0 0
Xp yrnq1 nq1yy x 0 ??? 0 0
s rnq1 nq1z yw 0 ??? 0 0
Xyrnq10 yy x 0 0
nq1
s rnq1 nq10 z yw 0 0
pnq10 0 yy ??? 0 0
snq10 0 z ??? 0 0
ks s 0 0 0 ??? 0 01
??? ??? ??? ???
Xyrnq10 0 0 ??? x 0
rnq10 0 0 ??? yw 0
Xp yrnq1 nq10 0 0 ??? yy x
s rnq1 nq10 0 0 ??? z yw
p ypnq1 n0 0 0 ??? 0 yy
s ysnq1 nq20 0 0 ??? 0 z¢ §p yp s ysnq1 n nq1 nq20 0 0 ??? y z 0
 .  .  .et les nombres de Betti de M C sont rang L s t y 1, rang L s 2t ,4 3
 .  .  .rang L s 2t q 3, rang L s 2t q 1, et rang L s t y 1.2 1 0
Si p s 0 ou si s s 0, il suffit d'enle¨er la derniere ligne de s k, et alorsÁn nq2 1
 .  .  .  4rang L s 2t q 2 et rang L s 2t , et rang L , i g 0, 3, 4 , sont les2 1 i
memes que dans le cas precedent.Ã Â Â
Demonstration. Il est immediat de verifier que la matrice s induit desÂ Â Â 1
 .relations entre les generateurs de M C . Nous montrons ci-dessous queÂ Â
ces relations forment un systeme minimal. Tout d'abord remarquons que,Á
puisque I est engendre par des binomes, les relations entre les generateursÂ Ã Â Â
 .de M C seront engendrees par des relations monomiales ou binomiales.Â
 .Considerons une relation non triviale dans M C ,Â
PE y QE s 0i iqk
ou 1 F i F q y 1, k ) 0 si Q / 0, et P, Q sont des monomes enÁ Ãnq2
x, y, z,w lorsque ils ne sont pas nuls. Une telle relation signifie qu'il existe
un polynome B tel que Pz i snq1w k rnq1 y Qz iqk . snq1 ' w  iqk . rnq1 B mod I. OrÃ
I est engendre par des binomes ce qui nous donne les cas suivants:Â Ã
 . k rnq1 k snq1a Pw y Qz g I.
 .b Il existe des monomes B , B tels queÃ 1 2
 . i snq1 i rnq1b Pz y w B g I;1 1
 .  iqk . snq1  iqk . rnq1b Qz y w B g I.2 2
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Ce qui nous ramene a l'etude des relations monomiales:Á Á Â
 .c PE s 0, 1 F i F q y 1, et au vu des relations enoncees dansÂ Âi nq2
le lemme, on peut supposer que aucun des monomes xy r
X
nq 1,Ã
rnq1 pnq1 snq1  .w , y , z ne divise P. La relation c signifie qu'il existe un monomeÃ
B tel que
 . i snq1 i rnq1c Pz y w B g I.1
Maintenant nous allons utiliser le fait que l'ensemble de generateursÂ Â
decrits dans 1.5 est une base de Groebner pour l'ordre lexicographiqueÂ
inverse; le fait que w rnq1 ne divise pas P implique que le terme dominant
de Pz i snq1 y w irnq1 B est Pz i snq1. Donc il est divisible par l'un des termes
dominants de la base de Groebner de I. Comme xyr
X
nq1, y pnq1 ne divisent
pas P, il existe un entier 1 F j F q y 1 tel que Pz i snq1 est divisible parnq2
y j pnq1ypn z snyj snq1; or jp y p G p des que j ) 1. On en deduit queÁ Ânq1 n nq1
j s 1. Soit z a la plus grande puissance de z qui divise P; alors on aura
 .  .s ) a ) s y i q 1 s et ceci n'est possible que si i i s q y 1,nq1 n nq1 nq2
 .  .car s ) a ) s y q s s ys ou ii i s q y 2, car s )nq1 n nq2 nq1 nq2 nq2 nq1
 .  .a ) s y q y 1 s s s y s . Dans le premier cas, la relation cn nq2 nq1 nq1 nq2
est un multiple de la relation y pnq1ypn E s 0. De la meme facËon, dansÃq y1nq2
 .le deuxieme cas, la relation c est un multiple de la relationÁ
y pnq1ypn z snq1ysnq2 E s 0.q y2nq2
Enfin, si s s 0 ou si p s 0, la derniere relation provient des prece-Á Â Ânq2 n
dentes.
 .  .La matrice s nous donne rang L et rang L . La matrice s ,1 0 1 4
 .  .determinee dans la Proposition 4.2, nous donne rang L et rang L . OnÂ Â 3 4
 .peut alors deduire rang L de la relationÂ 2
4
iq1y1 rang L s 0. .  . i
is0
EXEMPLE 5.7.1. Soit C la courbe parametree par x s s534, y s s245t 289,Â Â
z s s144 t 390, et w s t 534. Les suites s , p , r , rX, et q sont donnees par leÂi i i i i
tableau suivant:
i s p r rX qi i i i i
y 1 89 0 65 24 0
0 51 6 34 11 0
1 13 12 3 y2 2
2 1 42 y22 y19 4
3 0 534 y289 y245 13
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n s 0, m s 1, et q s 4. La courbe C est de Type II telle que s / 0nq2 nq2
 .et p / 0. L'ideal I C est engendre parÂ Ân
z 51 y y6 x11 w34 ,
z 38 y6 y x13 w31 ,
z13 x 2 y y12 w3 ,
z 25 y18 y x15 w28 ,
z12 y30 y x17w25 ,
y42 y zx19 w22 .
Les matrices s et s sont donnees parÂ4 1
¡ 2 ¦x 0 02¡ ¦x 0 0 3yw 0 06yy 0 0 12 2yy x 0
3 2yw x 0 13 3z yw 013 12z yy 0 12 2k 0 yy xs s et s s .4 13 20 yw x 13 30 z yw13 120 z yy 60 0 yy
30 0 yw 120 0 z¢ §120 0 z ¢ §6 120 y z 0
EXEMPLE 5.7.2. Soit C la courbe parametree par x s s165, y s s77t 88,Â Â
z s s20 t145, et w s t165. Les suites s , p , r , rX, et q sont donnees par leÂi i i i i
tableau suivant:
i s p r rX qi i i i i
y 1 33 0 29 4 0
0 11 5 7 y1 0
1 0 15 y8 y7 3
n s y1, m s 0, et q s 3. La courbe C est de Type II telle quenq2
 .s s 0 et p s 0. L'ideal I C est engendre parÂ Ânq2 n
z 33 y x 4 w29 ,
z 22 y5 y x 5w22 ,
z11 x y y5w7,
z11 y10 y x6 w15 ,
y15 y x7w8.
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Les matrices s et s sont donnees parÂ4 1
x 0 x 0
5 7yy 0 yw 0
57 yy xyw x ks s et s s .4 111 5 11 7z yy z yw
57 0 yy 0  00 yw
11 110 z 0 z
  .PROPOSITION 5.8. Soit C une courbe de Type III i.e., Card D G 2 et
.D ne contient que des ¨ecteurs de l'e¨entail . AlorsÂ
 .  .a M C est minimalement engendre comme R-module parÂ
z sqjm
E s , 1 F j F t y 1.j rytyj. lw
 .  .b La transposee de la matrice de presentation de M C estÂ Â
¡ n ¦yy 0 0 ??? 0 0
ryty1. lw 0 0 ??? 0 0
k nx yy 0 ??? 0 0
m lyz w 0 ??? 0 0
k n0 x yy 0 0
m l0 yz w 0 0
k0 0 x ??? 0 0
m0 0 yz ??? 0 0ks s1 0 0 0 ??? 0 0
. . . . .. . . . .. . . . .
n0 0 0 ??? yy 0
l0 0 0 ??? w 0
k n0 0 0 ??? x yy
m l0 0 0 ??? yz w
Xy r yk .0 0 0 ??? 0 x¢ §m0 0 0 ??? 0 yz
 .  .  .et les nombres de Betti de M C sont rang L s t y 1, rang L s 2t ,4 3
 .  .  .rang L s 2t q 2, rang L s 2t , et rang L s t y 1.2 1 0
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 .Demonstration. Soient 1 F i F j F t y 1. Pour montrer a , il suffiraÂ
de demontrer queÂ
z 2 sq iqj.m y2pq2ty iqj..n
E E s s Xi j 2 ry2ty iqj.. l y2 r y2ty iqj..k .w x
se trouve dans le A-module engendre par E , . . . , E . Ce qui est vrai carÂ 1 ty1
¡ s y ryt l .z w E , si i q j - t ,iq j~E E s 0, si i q j s t ,i j
Xr p¢x y E , si i q j ) t . iqj.yt
 .Pour demontrer b , on montre que s est bien la matrice de relationsÂ 1
 .de M C en procedant comme dans la demonstration de la PropositionÂ Â
 .4.3; pour les nombres de Betti de M C , on regarde les dimensions de la
 .  .matrice s pour rang L et rang L , et de la matrice s , donnee dans laÂ1 0 1 4
 .  .  .Proposition 4.3, pour rang L et rang L . On obtient enfin rang L3 4 2
grace a la relationÃ Á
4
iq1y1 rang L s 0. .  . i
is0
EXEMPLE 5.8.1. Soit C la courbe parametree par x s s292, y s s89 t 203,Â Â
z s s23 t 269, et w s t 292. Les suites s , p , r , rX, et q sont donnees par leÂi i i i i
tableau suivant:
i s p r rX qi i i i i
y 1 292 0 269 23 0
0 207 1 190 16 0
1 122 2 111 9 2
2 37 3 32 2 2
3 26 10 17 y1 4
4 15 17 2 y4 2
5 4 24 y13 y7 2
6 1 79 y54 y24 4
7 0 292 y203 y89 4
n s 2, m s 4, et q s q s 2. La courbe C est de Type III. L'idealÂnq2 nq3
 .I C est engendre parÂ
z 37 y y3 x 2 w32 ,
z11 y7 y x 3 w15 ,
z 26 x y y10 w17 ,
z15 x 4 y y17w2 ,
y24 y z 4 x7w13 .
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Les matrices s et s sont donnees parÂ4 1
yy11 0 yy11 0
2x 0 w 0
15 15 3 11w yy x yyks s et s s .4 111 3 11 15yz x yz w
2 0  00 w 0 x
11 110 yz 0 yz
PROPOSITION 5.9. Soit C une courbe de type IV i.e., m ) n q 1 et
 4 < .   ..' i g 2, . . . , m y n q 1 q ) 2 . Soit m M C le cardinal d'un systemeÁnqi
 .   ..  .de generateurs du R-module M C . Alors m M C ) m C y 3; en parti-Â Â
  ..  U  ..culier m M C ) m M C .
 .  .Demonstration. Nous savons que m C s 3 q q y 1 q ??? qÂ nq2
 .q y 1 . La proposition sera une consequence des trois affirmationsÂmq1
suivantes:
 .  .i j s , p g D pour 1 F j F q y 1 et n q 1 F i F m.i i iq1
 .  .ii Si q ) 2 pour un n q 1 F i F m y 1, alors j s , p qiq1 i i
 .s , p g D pour 1 F j F q y 2.iq1 iq1 iq1
 .iii Si q s 2 pour tout n q 1 F i F m y 1, mais si q ) 2,iq1 mq1
 .  .alors s , p q j s , p g D pour 1 F j F q y 2.my1 my1 m m mq1
 .  .Preu¨e de i : js F q y 1 s s q s y s s s q s y s s si iq1 i iq1 i i iy1 iq1 i iy1
 .  .y s y s - s F s . De meme, jp F q y 1 p s q p y p sÃi iq1 iy1 n i iq1 i iq1 i i
 .p q p y p s p y p y p - p F p .iy1 iq1 i iq1 i iy1 iq1 mq1
 .  .Preu¨e de ii : js q s F q y 2 s q s s q s y 2 s q s si iq1 iq1 i iq1 iq1 i i iq1
 .s q s y2 s q s s s y2 s y s - s F s . De meme, jp qÃiy1 iq1 i iq1 iy1 i iq1 iy1 n i
 .p F q y 2 p q p s q p y 2 p q p s p q p y 2 p qiq1 iq1 i iq1 iq1 i i iq1 iy1 iq1 i
 .  .p s p y p q 2 p y p - p y p q q p y p F piq1 iy1 i iq1 i iy1 i iq2 iq1 i mq1
 .  .Preu¨e de iii : s q js F s q q y 2 s s s y 2 s q smy1 m my1 mq1 m my1 m my1
 .q s s s y s q s y s y s - s F s . De meme, pÃmq1 my2 my1 my1 m mq1 my2 n my1
 .  .q jp F p q q y 2 p s p y 2 p y p - p .m my1 mq1 m mq1 m my1 mq1
EXEMPLE 5.9.1. Soit C la courbe parametree par x s s416, y s s79 t 337,Â Â
z s st 415, et w s t 416. Les suites s , p , r , rX, et q sont donnees par leÂi i i i i
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tableau suivant:
i s p r rX qi i i i i
y 1 416 0 415 1 0
0 79 1 78 0 0
1 58 6 53 y1 6
2 37 11 28 y2 2
3 16 16 3 y3 2
4 11 37 y19 y7 3
5 6 58 y41 y11 2
6 1 79 y63 y15 2
7 0 416 y337 y79 6
n s 0, m s 3, et q s q s 2, q s 3. La courbe C est de Type IV.nq2 nq3 nq4
 .L'ideal I C est engendre parÂ Â
z79 y yw78 ,
z 21 y5 y xw25 ,
z 58 x y y6 w53 ,
z 37 x 2 y y11 w28 ,
z16 x 3 y y16 w3 ,
z 5 y21 y x 4 w22 ,
y37 y z11 x7w19 .
Les matrices s et s peuvent etre calculees par le logiciel Macaulay:Ã Â4 1
¡ 5 ¦yy 0 0 0
x 0 0 0
25 5w yy 0 0
21yz x 0 0
25 50 w yy 0
s s4 210 yz x 0
3 30 0 yw yx
16 160 0 z y
30 0 0 w¢ §50 0 0 yz
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et
¡ 5 ¦yy 0 0 0 0 0
5x yy 0 0 0 0
50 x yy 0 0 0
60 0 x yy 0 0
50 0 0 yx yy 0
50 0 0 0 yx y
0 0 0 0 0 yxks s .3 161 yw 0 0 z 0 0
5 22z 0 0 0 w 0
3 160 yw 0 0 yz 0
5 220 z 0 0 0 w
3 160 0 yw 0 0 yz
50 0 z 0 0 0
30 0 0 yw 0 0¢ §5 50 0 0 z y 0 0
  ..THEOREME 5.10. Soit C une courbe torique projecti¨ e. Alors m M C GÂ Á
 U  ..m M C et l'inegalite est stricte si et seulement si C est de type IV.Â Â
Ce theoreme est une consequence immediate des trois propositionsÂ Á Â Â
precedentes.Â Â
Le probleme de savoir si les classes de liaison des courbes toriquesÁ
coõncident avec les classes de biliaison est completement resolu par leÂ Á Â
theoreme suivant.Â Á
THEOREME 5.11. Soit C une courbe torique projecti¨ e, consideree sous saÂ Á Â Â
 .forme monomiale normalisee P .Â
 .1 Si C est du Type I, alors sa classe de liaison impaire coõncide a¨ecÈ
sa classe de biliaison.
 .2 Soit C une courbe torique de Type III et ayant les in¨ariants
t , rX, k,n, m, r, l. Considerons le systeme sui¨ ant:Â Á
aX s s l q k q r q rX m , .  .Ä
bX s s l q rm ,Ä
cX s s l q rm q rX l y rk ,Ä
p s s q r q rX y t n.Ä Ä
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Alors, il existe un entier s G 0 tel que aX ) bX ) cX sont premiers entre eux etÄ
tel que p G 0. La courbe C est alors liee de facËon impaire a¨ec une courbe CXÄ Â
parametree par x s sa
X
, z s sa
Xyc Xt c
X
, y s sa
Xyb Xt b
X
, et w s t a
X
, de sorte que laÂ Â
Ä aX aXyc X cX aXyb X bX aXcourbe C donnee par x s s , y s s t , z s s t , et w s t est uneÂ
X Äcourbe torique de Type III ayant les in¨ariants t s t , r s t l y r, k s l,Ä Ä
X Än s n, m s m, r s t k y r , et l s k.Ä Ä Ä
 .3 Si C est du Type II et telle que p / 0 et s / 0 ou du Type IV,n nq2
alors sa classe de liaison impaire ne contient aucune courbe torique projecti¨ e.
 .Demonstration. 1 La resolution de Koszul est autoduale.Â Â
 . X X X X X X2 On a bien a ) b ) c : k ) 0 et r G 0 implique a ) b . Par
definition de n , rX - k. De plus, t G 3 donc l - r. D'ou rX l - rk et doncÂ Á
bX ) cX.
On voit facilement qu'il existe des valeurs, aussi grandes qu'on veut, de
s telles que s G t n y r y rX, et aX, bX, cX premiers entre eux. ChoisissonsÄ Ä
Äl'une de ces valeurs. La courbe C est alors une courbe de Type III, p estÄ
Ä Äl'entier p de C, et s est l'entier s de C. Ses invariants sont t ,Än mq1
t l y r, l, n, m, t k y rX, k. La Proposition 4.3 nous permet d'ecrire sa ma-Â
trice s . Comme on obtient CX en echangeant les coordonnees y et z dansÂ Â4
Ä Ä X .  .C, il suffit d'effectuer cet echange dans s C pour obtenir que s C sÂ 4 4
k  ..s M C .1
 .3 Soit C une courbe torique projective de Type II ou IV. Supposons
X  .qu'il existe une autre courbe torique projective C telle que M C est
U  X.isomorphe a M C .Á
  ..Si C est de Type II verifiant p / 0 et s / 0, alors b M C sÂ n nq2 1
 .  U  X..  X.2m C y 3 est un nombre impair alors que b M C s 2m C y 4 est1
un nombre pair pour une courbe torique.
  X ..Si C est de Type IV, d'apres ce qui precede nous avons m M C GÁ Â Á
 U  X..   ..  U  ..   X..  U  ..m M C s m M C ) m M C et alors m M C ) m M C , ce
 X . U  .qui est absurde car M C est isomorphe a M C . Dans les deux cas nousÁ
arrivons a une contradiction.Á
EXEMPLE 5.12. Soit C la courbe monomiale donnee par la parametri-Â Â
sation x s s68, y s s66 t 2, z s s11 t 57, et w s t 68. La courbe C est de Type
III et possede les invariants t s 3, rX s 0, k s 11, n s 11, m s 2, r s 5, etÁ
l s 2. Les entiers aX, bX, cX sont donnes par les equations aX s 13s q 10,Â Â Ä
bX s 2s q 10, et cX s 2s y 45. On a p s s y 28. Il faut donc s G 28.Ä Ä Ä Ä Ä
 X X X. X XPour s s 28, on a pgcd a , b , c s 11. Pour s s 29, a s 387, b s 68, etÄ Ä
cX s 13 sont premiers entre eux. On peut verifier que la courbe CXÂ
parametree par x s s387, y s s319 t 68, z s s374 t13, et w s t 387 est dans laÂ Â
classe de liaison impaire de C.
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Remarque 5.13. Si C, parametree par x s sa, y s sayc t c, z s sayb t b, etÂ Â
a Ãw s t est une courbe de Type II telle que p s 0, alors la courbe Cn
parametree par x s t a, y s t bsayb, z s t csayc, et w s sa est une courbeÂ Â
de Type II telle que s s 0, obtenue par une simple permutation desÃnq2
variables x, y, z, w. Pour les deux propositions qui suivent, il existe des
enonces similaires lorsqu'on etudie la classe de liaison impaire d'uneÂ Â Â
courbe de Type II et telle que s s 0.nq2
PROPOSITION 5.14. Soit C une courbe de Type II telle que p s 0,n
parametree par x s sa, y s sayc t c, z s sayb t b, et w s t a. Pour 0 F a FÂ Â
t p , on definitÂnq1
aX s r t s y s , .nq1 nq1 nq2
bX s r t p q a , .nq1 nq1
cX s p s q a s .nq1 nq2 nq1
ÄLes seules courbes C de Type II telles que p s 0 dans la classe de liaisonÄn
impaire de C sont celles parametrees par x s sa
X
, w s sa
Xyc Xt c
X
, z s sa
Xyb Xt b
X
, etÂ Â
aX  X X X.y s t , s'il existe a tel que a , b , c s 1.
ÃLes seules courbes C de Type II telles que s s 0 dans la classe deÃnq2
liaison impaire de C sont celles parametrees par x s t a
X
, w s t b
X
s a
Xyb X, z sÂ Â
cX aXyc X aX  X X X.t s , et y s s , s'il existe a tel que a , b , c s 1.
ÄDemonstration. On commence par prouver que s'il existe une courbe CÂ
de Type II telle que p s 0 dans la classe de liaison impaire de C, elleÄn
verifie t s t , s s s , p s r , et r s p , par comparaison deÂ Ä Ä Ä Änq1 nq1 nq1 nq1 nq1 nq1
k Äla matrice s de C et de s de C, sa forme monomiale normalisee etantÂ Â4 1
obtenue par un simple echange des variables y et w. En posant r s a ,Â Änq2
Ä X X Xon en deduit la parametrisation de C, et les expressions de a , b , c .Â Â
X X X Ä .Reciproquement, s'il existe a tel que a , b , c s 1, alors C est commeÂ
Ä kci-dessus. La matrice s associee a C est donc exactement la matrice sÂ Á4 1
Äde C. Donc C est dans la classe de liaison impaire de C. Pour les courbes
ÃC telles que s s 0, on utilise la Remarque 5.13 et le resultat que l'onÃ Ânq2
vient de prouver.
Remarque 5.15. Il existe des courbes C de Type II telles que p s 0n
 X X X.mais pour lesquelles, quel que soit a , on aura a , b , c / 1. C'est le cas
 .des courbes C verifiant r , s , s / 1. Par exemple, la courbe CÂ nq1 nq1 nq2
parametree par x s s100, y s s76 t 24, z s s35 t 65, et w s t100 verifie laÂ Â Â
condition precedente. Par consequent, il n'existe aucune courbe de Type IIÂ Â Â
et telle que p s 0 dans la classe de liaison impaire de C.n
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PROPOSITION 5.16. Soit C une courbe de Type II telle que p s 0. C estn
liee de facËon impaire aux courbes de Type III sui¨ antes:Â
Ä Äa ayc c a ayb bÄ Ä Ä Ä ÄÄv C parametree par x s t , y s s t , z s s , et w s s t , a¨ecÂ Â
a s p yt rX y s q p s y rX , .  .Ä nq1 nq1 nq2 nq1 nq1
Ä Xb s yr t p q p , .nq1 nq1
c s yrX p q t p y s y s , . .Ä nq1 nq1 nq1 nq2
Äpour les entiers p tels que a ) b ) c ) 0 sont premiers entre eux.Ä Ä
Ã Ãa ayb b a ayc cÃ Ã Ã Ã Ã ÃÃv C parametree par x s s , y s s t , z s t , et w s s t , a¨ecÂ Â
a s r t s y s q p s y rX , .  .Ã nq1 nq1 nq2 nq1 nq1
Ãb s r t s y s q p s , .nq1 nq1 nq2 nq1
c s r q rX t s y s q p s , .  .Ã nq1 nq1 nq1 nq2 nq1
Ãpour les entiers p tels que a ) b ) c ) 0 sont premiers entre eux.Ã Ã
Demonstration. On cherche les courbes CX de Type III susceptiblesÂ
d'appartenir a la classe de liaison impaire de C en identifiant la matriceÁ
s k de C a la matrice s de CX. Ceci suggere deux permutations possiblesÁ Á1 4
des variables x, y, z, w dans l'ecriture de la parametrisation de la courbeÂ Â
CX, et nous donne la valeur des invariants de CX. En posant p s pX , onn
obtient les valeurs de aX, bX, cX dans chaque cas. Reciproquement, s'il existeÂ
 X X X.une valeur de p telle que a , b , c s 1, on a trouve une courbe toriqueÂ
de Type III dans la classe de liaison impaire de C. Or, p peut etre choisiÃ
aussi grand que l'on veut. Donc il existe toujours une telle courbe CX dans
la classe de liaison impaire de C.
Remarque 5.17. Nous avons choisi d'etudier la liaison des courbesÂ
toriques projectives, alors que les resultats existants concernaient essen-Â
tiellement les courbes monomiales. Ce choix a ete payant puisque nousÂ Â
pouvons, pour n'importe quelle courbe torique projective, trouver toutes
les courbes toriques projectives qui sont dans sa classe de liaison paire
 .resp. impaire . Ceci nous permet de prouver la conjecture enoncee dansÂ Â
w x3 qui concerne les courbes monomiales.
  ..THEOREME 5.18. Soit C une courbe monomiale qui ¨erifie m I C G 5.Â Á Â
Alors il n'existe pas de courbe monomiale dans la classe de liaison impaire
de C.
  ..Demonstration. Si C est une courbe monomiale qui verifie m I C G 5,Â Â
alors C est de Type II, III, ou IV. Or le Theoreme 5.11 dit qu'il n'existeÂ Á
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pas de courbe torique projective dans la classe de liaison impaire de C, si
C est de Type IV, ou de Type II telle que p / 0 et s / 0. Si C est den nq2
Type III ou de Type II telle que p s 0 ou s s 0, les courbes toriquesn nq2
projectives dans la classe de liaison impaire de C ne sont pas monomiales
 X X X X X X Xau sens strict meme si tous les exposants a , b , c , a y b , a y c sontÃ
.strictement positifs , mais sont les images de courbes monomiales par une
permutation des coordonnees x, y, z, w. Le resultat est donc prouve.Â Â Â
Remarque 5.19. Les resultats que nous avons demontres jusqu'a presentÂ Â Â Á Â
w xnous permettent de remarquer que le Corollaire III.1.23 de 8, p. 168 est
 . w xfaux, ainsi que l'Exemple III.1.27 ii 8, p. 171 . Ce corollaire dit que, si une
  ..   ..courbe monomiale C verifie m I C s 4, alors m M C s 1, mais que laÂ
  ..reciproque est fausse. En fait, avec notre terminologie, m I C s 4 signi-Â
  ..fie que C est une courbe de Type I. Et nous avons prouve que m M C s 1Â
lorsque C est de Type I. Mais nous avons aussi demontre la reciproque.Â Â Â
En effet, si C est une courbe monomiale de Type II, III, ou IV, on a
  ..m M C G 2.
 . 8L'Exemple III.1.27 ii etudie la courbe monomiale donnee par x s s ,Â Â
y s s7t, z s s3 t 5, et w s t 8. Le calcul des suites s , p , r , rX, q associees aÂ Ái i i i i
cette courbe nous permet de dire que cette courbe est de Type II, que
  ..   ..m I C s 5 et que m M C s 2.
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